Cuasianaliticidad en espacios generales de funciones diferenciables by Cufí, Julià & Cerdá, J. L.
CUASIANALITICIDAD EN ESPACIOS GENERALES DE FUNCIONES DIFERENCIABLES
Julián Cuff
Juan L. Cerdá
1 .- Cuasianaliticidad en los_ espacios El.
En (31 se ha introducido, para cada espacio de sucesiones
	
, una
clase de funciones diferenciables, designada por E} (A), formada por las
funciones f infinitamente diferenciables en A (subconjunto de Rn) tales
que
es decir pu(f) _ hfnl~Ajun\~ +^,p d(un) i.
Aquí nos limitaremos a considerar el caso en que A sea un intervalo arbitra-
rio de la recta e indicaremos simplemente Afn \~ = lifn l\A . El problema que
tratamos es el de encontrar condiciones necesarias y suficientes sobre el
espacio >1 (que se supone normal y conteniendo al espacio de las sucesio-
nes casi nulas) afin de que la clase E (A) sea cuasianalítica, es decir,
no existan funciones no triviales f e E "X (A) tales que fn(xo ) = 0, para cada
n i 0, en algún punto xo de la recta .
En primer lugar, y bajo ciertas condiciones, reducimos el problema
al caso en que A sea toda la recta . Obsérvese que al aplicar a la varia-
ble independiente una homotecia de razón k ilas derivadas de la función
quedan afectadas en un factor kn ; es por ello que, utilizando un proce-
dimiento "standard", que no detallarnos es posible demostrar las siguientes :
Proposición 1 .- Sea 1 un espacio de sucesiones tal que E (I) sea un ál-
gebra, donde I es un intervalo compacto de la recta, y tal que si (un)E
es (knun)6 para todo k >O ; entonces E
N(I) no es cuasianalítica si y s6-
lo si existe una función fE E). (I), no trivial, que se pueda prolongar
por ceros fuera de I a una función indefinidamente derivable en la recta .
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Proposición 2 .- Con las mismas hipótesis de la Proposición anterior, to-
mando como I un intervalo abierto acotado de la recta, Ea(I) no es cuasi-
analítica si y s61o si posee una función no nula con soporte compacto .
La proposición anterior es también válidad si I = R, o si I es una
semirrecta . Se obtiene así
Corolario . - Si las clases E> (I) y E"k(R) (I intervalo de R) son álgebras
y > es estable frente a las transformaciones u ------> (kn)u para cada k)0,
entonces EA(I) es cuasianalltica si y s61o si lo es EI (R) .
a
Las condiciones que aseguran que E (I) o E (R) son álgebra dependen
sólo de > - Las hipótesis del Corolario son sólo necesarias para la equi-
valencia de la cuasianaliticidad de Ea(I) con la de E?(R), pero no inter-
vienen en el estudio de E Di (R) que iniciamos a continuación .
2.- Cuasianaliticidad en la recta y problema de [Watson .
El problema de Watson consiste en encontrar uña función holomorfa
en un abierto G del plano con ciertas condiciones de crecimiento . Vamos a
considerar ahora una variante de dicho problema que, como veremos, está
relacionada con la cuasianaliticidad de las clases E51(R) . Las condiciones
que nos conviene considerar para una función F, holomorfa en G, son las
siguientes s
Si Ga es el semiplano abierto Ga = ~ z E C
	
: Re(z) > a ~ ,y existe una
función F cumpliendo la condición (W~) en G entonces existe una función,
la reotricci6n de F, cumpliendo (Wj) en todo Gb con b >a . Es más, para que
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(wi) 0 $~ FE H(G) 1z nF(-A G 1un\ c para cada u E»,,o
(w2) 0 $k F E H(G) su cada u e ;~z 09 ,1 1 ZNF(z)t . ~un\c rP para
(w 3 ) 0 * F C- H(G)
\\z'F(z)11 G'`un''- para cada u G-A
(W)4 O lb F & H(G) , sup ' z -nF(z)k . un` c po para cada u e- ,1
exista F cumpliendo (WL) en Ga es necesario y suficiente que exista
cumpliendo (W1) en G0 (es suficiente tomar ~ (z) =
F(zia) y observar que
se tiene
c86n (W2) .
-----z-----
z 1 a
L 1
puesto que Re(z) >0 y a )0) . Se tiene un resultado análogo para la condi-
Proposición 3 .- Para que exista ~ cumpliendo (Wj ) (j =
1,2) en un (o en
todo) semiplano Ga , con a >,O, es necesario y suficiente que exista F cum-
pliendo (Wj) (j = 3,4 resp .) en el disco D = `ZE C : ~1 - z\~ 1~ .
Para verlo es suficiente observar que, según las observaciones an-
teriores, se puede suponer a = 1/2 y relacionar F(s) =
	
(z) con s = 1/z .
En cuanto a la relación entre las distintas condiciones de Watson
introducidas observemos, además del enunciado anterior, el hecho de que
las condiciones (Wi) y (W~3) son más fuertes que las respectivas (W2) y
(Wq) ; sin embargo, como consecuencia de un resultado posterior, se pondrá
de manifiesto que, de hecho, son equivalentes .
Abordamos ahora la relación entre la existencia de funciones que sa-
tisfagan las condiciones de Watson relativas al espacio de sucesiones
y la cuasianaliticidad de los espacios E >(R)
Teorema 1 .- Si E~k = ET (R) no es cuasianalítica, entonces existe una función
F holomorfa en GO , que cumple (WL) en cada semiplano Ga , con a) O .
Dem .- De la hipótesis se deduce que podremos tomar en E k una función f
tal que f(x) = 0 si x jo, f(x) 1; 0 para algún x > 0 ; " f estará acotada por
ser gfJRluo\ c Mu = Pu(f) .
La transformada de Laplace, F, de f, definida por
F(z) _ i~ f(x) .e
zx dx
u
es analítica en G0 y se tiene la
igualdad (integrando por partes)
oo
f(n)(x)
.e-zx
dx .
0
Por consiguiente, fijado a >O, se llega para cada u G ~, a
sup
	
I znF(z)l .lu ; C sup
>, ~ ztUa
n U)j a zEG a 1 Ja
sui 2: p
"p `~ f ( n)jj un{
1 e-xRe(z) dxR
a.yo ZéGaJe
11
f(n)~lR lun~ supzEGa )j
1/a . jilf(n)llR'unlt
b o
Teorema 2 .- Si existe una . funci6n cumpliendo la condición (W2) en
el semiplano Ga , a> 0, entonces E ~' no es cuasianalitica .
Dem.- La función
tiene
bar que la función
-xRe(z)40 e dx
F(z) _ j(Z)-
z 2
m
f(n)(x) .e-zx u dxn
C
t
es holomorfa y no idénticamente nula en Ga y, para M,>0, conveniente, se
puesto que en la desigualdad IF(z)I .1uo1~ M se puede tomar uo = 1 y ade-
más .
2
si z = x ó iy
De acuerdo con las propiedades de la transformación de Laplace, F es
la transformada de una función no idénticamente nula (puesto que F no lo
es), f, tal que
f(x) = 1/2(li
bbioo
F(z) .ezx dz
b-iw
integral que es independiente de b 5 a, y f(x) = 0 para x ¿LO . Vamos a pro-
x ---------> e cxf(x) donde b = (a 8 c)/2,
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pertenece a E ) ` , lo que termina la demostración . Está claro que la fun-
ci6n que acabamos de definir es indefinidamente derivable y si u E ). un
cálculo prueba, para z = b i it, la desigualdad
dt
Lf(x)
.e-cxl(n)` 1u 1
	
L 1/2n Izni(z), .Iu
1e_(c_b)x
ly~_n - nn
Puesto que para x¿.0 es f(x) = 0, se puede suponer x>,0 lo que implica
e_(c-b)x i 1,
Llegándose entonces a
40p
j_'ltf(x) .e cx?(n)Ij ''un` L
1/2n jP(-)zn,.,un\
ws o
,
R a
.M
-dt-
u 2Iz1
c 1/2n
Es decir,
~~ I1g (n~t R -,un,
donde g(x) = f(x) .e-cx
.//
M' .u
9(n)jR+ \un 1 ~,
3 .- La función de Ostrowski v la condición de Carleman .
dt
- 2
G
En el apartado anterior hemos reducido el problema de la cuasianali-
ticidad de los espacios E '>I a la existencia de funciones que resuelvan el
problema de Watson asociado al espacio de sucesiones i~ . Ahora es fácil
encontrar condiciones de cuasianaliticidad que se refieran directamente
al espacio -.~, . Puesto que una sucesión pertenece al -(-dual de un espacio
de sucesiones si y sólo si está mayorada por una sucesión de dicho ,(-
dual, resulta que las condiciones (W1) y (W3) se pueden interpretar corno
las de un problema de Watson ordinario relativo a una sucesión de cons-
tantes Iv n , , donde (v ) 6 V .
Así, pues si para cada v = (v
n
) e- >
n
definimos la función de Ostrowski Tv : (0,00) ------ (O,oDJ en la forma
rn
T( r) = su _Vv
\ n
se obtiene que existe una función F qie cumple 1c condición (W 3)
en el
4 9
disco D si y s61o si existe un vector v t ).` tal que
%i0`7n4l
c
log T (r)
---
r
Así, la convergencia de esta integral es equivalente a la no cuasi-
analiticidad del espacio E >` y, a su ves, a la existencia de solución
para una cualquiera de las cuatro formas del problema de Watson. En vir
tud de un resultado de Carleman, cualquiera de estas condiciones es equi-
4valente a la existencia de un vector v = (vn )
	
% que haga convergente
a alguna de las series
-----
1
---
----1----
%n
-
(
Iv
1 ,
n n
donde (1v
n
,)c es la regularizada convexa de (\vnk) por medio de logarit-
mos , mientras que el = inf v . En estas últimas condiciones se suponen kon k 1/nimplícitamente que se cumple . 11Fñ Iv ; = w , necesaria para poder
n n
regularizar la sucesión (Sv k) . En caso contrario es un hecho conocido
n¡ a~ 2el que ello implica que
I
log T (r)/r .dr = oo .v
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